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Matematyczne modelowanie ksztaltu pater do owocow, tortow i ciastek

Streszczenie

Modele bryt pater zbudowano ze ztozenia - opisanych matematycznie - powierzchni obroto
stopek i Scian bocznych. Linie konturu misy, talerza i stopek opisano wielomianami trzeciego
Béziera). Do opisu Scianek bocznych misy, talerza i stopek zastosowano parametryczne rg
zastosowaniu skalowania i przesunie¢ poszczegdlne modelowane powierzchnie umieszczg,

. Q .
W pracy zaproponowano metode matematycznego modelowania ksztattu pater do owocdw, to% astek.
W%

rzqc modele 3D pater.

Stowa kluczowe: patery, ksztatt, modele 3D, matematyczne modelowanie

Q

talerza,
rzywymi
ylindra. Po
strzeni, two-

S

Mathematical modeling of the shape of the centrepieces to frgit, ij[@d pastries

Summary

This paper proposes a method of mathematical modeling of the shape oft@

tries. Models centrepieces constructed from the assembly, described m

&

Dieces to fruit, cakes and pas-
lly rotating surface of the bowl,

plate, feet and side walls. Contour lines of the bowl, plate and footers, C% third-degree polynomials (Bezier

trepieces.

curves). To describe the side walls of the bowl, plate and footers u arametric equation of the cylinder were
used.. After applying scaling and offsets each modeled surfaces we. in the space to create 3D models cen-
fag

Key words: centrepieces, shape, 3D models, mathematical mod

Wprowadzenie

Ceramika byta znana od najdawniejszych czaséw. Histori
naczyn stotowych siega cywilizacji kretenskiej, grec
etruskiej i rzymskiej. Powstawaty wyroby garuga
fajansowe, kamionkowe, porcelanowe, szklane i inneéxQic
walorach praktycznych, uzytkowych, artystyczn

71 surowce,
z ktérych je wykonywano. Od $rednio XVIII - XIX
wieku w przemysle szklarskim gtovy
tworzenia porcelany i produkcji ns
stotowych byt cyno-otéw. W XIV - XW/wieku produkcje
naczyn podejmowaty cechy rzgmieSlnicze. Po 1872 roku

zostaty one przeksztatcone w 5po Inie.
W Europie na poczatku X ieku pojawita sie porcelana,
znana juz Chinczykom v@m wieku przed nasza era.
Przezroczyste pojempiki warzali Fenicjanie, ktérzy
wynalezli szkto. W E%W XIX wieku zaczela rozwijac¢
sie masowa, seryj kcja ceramiki. Zaczeto bowiem
stosowal seryj %@le, szablony, formy. Przemyst
szklarski na zieé%, olskich jest znany od XV - XVI wieku.
Luigs v.\ stu przypada na lata 1960-1980. Na
aio okoto sto przedsiebiorstw wytapia-

jacych rocznie
przewaz’ kowania szklane (Sitko i Szcze$niak, 2014;
4 ;7 Ziemba, 2001). W ostatnich latach wytwarza-

réw i ich ksztattow. Kolejnym czynnikiem warunkujacym

roz przedsiebiorstw produkujgcych naczynia byto zasto-

%@nie nowoczesnych metod projektowania i technologii

konania (Dems i Radaszewska, 2008; Wybieralski, 2012).

Istotng cecha wspoétczesnie produkowanych seryjnie na-
czyn jest nowa i oryginalna ich postaé, przejawiajaca sie
interesujacym dla klienta ksztattem, uktadem linii, kolory-
styka oraz ornamentykg (Bany-Koztowska i Amborska,
2011). Wedlug Geffroy (1996) i Dtubakowskiej-Puzio
(2010), czynnikiem dynamizujacym dziatalno$¢ firmy sa
potrzeby i oczekiwania klientéw. W XIX wieku nastgpita
konsolidacja wykorzystania zestaw6w naczyn, jako serwi-
séw sktadajacych sie z podobnych elementéw. Z badan
Zabrockiego i Cordice (2010) wynika, Ze np. konsumenci
angielscy w zakresie ustug gastronomicznych zwracaja
szczeg6lna uwage na wystroj lokalu, forme naczyn, a takze
renome zaktadu. Ustugi gastronomiczne, jak twierdzi Ghe-
ribi (2013), naleza do najstarszych i jednocze$nie najbar-
dziej dynamicznie rozwijajacych sie form dziatalnosci ustu-
gowej. W Polsce liczba placdwek gastronomicznych w 2011
roku wynosita 67 954. Rozwoj ten generuje réwniez rozwoj
produkcji naczyn chronionych wzorami przemystowymi
(Wasikowski i Wasikowski, 2012; Bany-Koztowska i Am-
borska, 2011) Wspoétczesny rozwdj turystyki (Lipianin-
Zontek i Zontek, 2010), tworzacej konkurencyjnos$¢ na
rynku ustug gastronomicznych, wymusza na przedsiebior-
cach umiejetnos¢ wyprodukowania i dostarczenia kliento-
wi produktu o wysokich walorach jako$ciowych. Przykta-
dem szerokiej oferty sprzedawanych produktéw tylko
w jednej fabryce naczyn kamionkowych w Polsce (Milew-
ska, 2007; Zabrocki i Cordice, 2010) jest liczaca ponad 150
tys. produkcja wyrobéw o duzej réznorodnosci ksztattow
(437 produkowanych w 250 wzorach) i zdobient majacych
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niejednokrotnie elementy wymagajace stosowania nowo-
czesnych technik komputerowych wspomagajacych decyzje
projektowe. Przyktadowo chronionymi przez prawo wyna-
lazcze istotnymi cechami patery jest postaé¢ plaskiego,
okragtego talerza z wywinietym i zaokraglonym rantem,
zaopatrzonego w noge stanowigca podstawe patery. Talerz
tej patery jest zaopatrzony w odlewany ornament w posta-
ci kwiatow z listkami, ktory jest rozmieszczony na catej
jego powierzchni (Wasikowski i Wasikowski, 2012).

Z analizy ofert wielu firm (www.hefra.pl, www.vox.pl,
www.selgros.pl) wynika, ze wspétczesne naczynia stotowe,
w tym i patery, charakteryzuja sie rozmaitoscig ksztattéw.
Dynamiczny rozw6j programéw komputerowych do
wspomagania obliczen numerycznych, np. Matlab, Mathcad,
Maple, Mathematica, umozliwia matematyczne modelowa-
nie powierzchni rzeczywistych obiektéw, w tym naczyn
stosowanych w gastronomii. Trzeba podkresli¢, ze w inzy-
nierii ZzywnosSci coraz szersze zastosowanie znajduje grafi-
ka komputerowa. Komputerowe wspomaganie projekto-
wania, a szczegdblnie symulacji i animacji proceséw, w kté-
rych zmienia sie w czasie wiele zmiennych, stanowi pod-
stawowe narzedzie wspoéiczesnego projektanta. Modele
geometryczne, tworzone wykresy linii 2D i 3D sg wizuali-
zowane za pomoca metod zaliczanych do grafiki kompute-
rowej. Modele powierzchni zewnetrznych bryt reprezentu-
jacych ksztatty naczyn stotowych itp. maja duza wartos¢
poznawcza, s3 szczegdlnie przydatne do numerycznego
badania wielu proceséw roboczych, np. pakowania, prze-

chowywania (Soltani i in., 2010; Wei-long i in., 2011; Césé%

ndroiu i Mieila, 2010), a takze poszukiwania ksztattu ljn

modelowanych naczyn. Zapisem ksztattu geometrécz Q

modeli 3D obiektéw interesuja sie projektanci nac

towych wykorzystywanych w przemysle spoZyv}&}
Ksztatty obiektdw naczyn sa réznorodne, czesto pedykgo-

wania naczyn, zwlaszcza podczas
koncepcji. Potaczone punkty ma ej powierzchni
dyskretnej tworzg wielokatng siatke bedaca zbiorem pota-
czonych tréjkatéw ukosnok ch. Modele powierzchni
reprezentuja wspoétrzedne punk odcinkéw i krzywych
w uktadach 2D i 3D, za pomaca ktor¥ch, definiuje sie ksztat-
ty modelowanych obiekt zypisanymi im atrybutami.
W modelowaniu mate ksztattéw obiektow maja
zastosowanie krzyw, ierzchnie Béziera. Odgrywaja
one znaczaca role ORIputerowym wspomaganiu projek-
towania (CAD), dl ich specyfikacja, modyfikacja i po-
znaniem ich §ciwosci s zainteresowani projektanci
(Juhasz, 20 orcg krzywych wielomianowych byt
Pierre B@cuski inzynier i matematyk (Hebisz,

ab 2). Wedtug Prusakowskiego i in. (2002),
podczas % owania zlozonych pod wzgledem ksztattu

orzystne jest uzycie reprezentacji krzywoli-
7 umozliwia ona opis ksztaltéw przy zastoso-

oA

waniu matej liczby parametrow. Kiciak (2002; 2005) wyra-
za poglad, ze mozna skonstruowac linie 2D i 3D omocy
krzywej Béziera p(t). Realizacja projektu obie za
pomoca systeméw CAD w przestrzeni cyfrow. asto-
sowanie do analiz statycznych i dynamicznyc naj-
prostszych przeksztalcen do ztozonych ani ji usz-
kiewicz, 2012; Foley i in., 1995). MieSéka

ponowal zastosowanie krzywych Bgzi

ksztattu obiektéw biologicznych, %
noscig niepowtarzajacych sie ksztaé%. ywe Béziera sg
wykorzystywane w takich progr komputerowych,
jak: CorelDRAW, Adobe Illustr Solid Edge, Solid Works,
Catia i innych (Jackowski, ybylski i in., 2007).
Metode przeksztalcania Béziera w krzywe
B-sklejane do pomiardw, chni stosowanych w ob-
rabiarkach sterowany ycznie zaproponowali Ka-

walec i Magdziak ( recki i in. (2012) zapropono-
wali metode umozli ca wizualizacje linii przenikania

bryt w rzucie na bra@q rzutnie. Reclik i Koc (2008) do-
strzegaja konieszno pracowania modutu programowa-
nia off-line ﬁ%rzemys{owch opartego na prze-
strzennych krz h B-sklejanych. Doktadno$¢ odwzoro-
wania objigktdwe duzych znieksztatceniach zwigksza stoso-
wanie cjisklejanych w zapisie parametrycznym oraz
or warunkéw brzegowych i funkcji aproksy-
Lenda, 2006, 2008, 2010; Lenda i Mirek, 2013).
narzedziem stosowanym w modelowaniu mate-

atycznym jest formutla ,superquadric”. Biegelbauer i Vin-
cze (2007) opracowali metode skutecznego wykrywania

3;

N}

'g(téw 3D skanowanych laserem przez dopasowanie
muty ,superquadrics”. Proponowana metoda znajduje
zastosowanie przy automatyzowaniu wykrywania ksztattow
obiektéw wystepujacych w rzeczywistym otoczeniu i moze
by¢ pomocna przy realizacji wykrywania uszkodzen wyro-
béw na liniach produkcyjnych. ,Superquadrics” to zbiér
parametrycznych krzywych, ktére sa wykorzystywane do
modelowania zréznicowanych pod wzgledem ksztattu
przedmiotéw, (Zhou i Kambhamettu, 2000). ,Superquadrics”
zostato dobrze zbadane, nawet w zakresie odksztatcen (Sitko
i Szczesniak, 2014). Formuta ta jest stosowana do opisu cze-
$ci modeli objetoSciowych, ktére majg duze znaczenie pod-
czas operacji chwytania uchwytami manipulatoréw robotéw
(Katsoulas i Jakli¢, 2002). Proces dopasowania nastepuje
woéwczas, gdy punkty znane z modelu 3D naleza do czesci
biorgcych udzial w procesie roboczym (Sven i in., 1997).
Ramamoorthi i Arvo (2015) zaproponowali nowe podejscie
do tworzenia modeli z obrazéw i innych przyblizonych rze-
czywistych obiektéw z wykorzystaniem danych pochodza-
cych z réznych technik akwizycji. Duzo ciekawych ksztattéw
powierzchni do zastosowania w modelowaniu naczyn pre-
zentujg w swojej pracy Calin-Serban Barbat (2005).

Cel badan
Celem pracy jest opis matematyczny modelu 3D ksztattu

pater do owocéw, tortédw i ciastek za pomoca powierzchni
obrotowych.
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Material i metoda

Zatozenia do modeli 3D pater do owocéw, tortow i ciastek
Parametr wystepujacy w wielomianach trzeciego stopnia
jest zapisany w formule 1:

0= (1)

J
N
gdzie:

0<6<1

Katy obrotu punktéw w ptaszczyznie XY uktadu wspot-
rzednych zapisano réwnaniami 2 i 3:

2. i

aj= ’N” @)
2.1

A== 3)

Rozmiar macierzy, w ktérych zapisane sg wspdirzedne
punkéw modelowanych powierzchni zapisuje sie nastepu-
jaco:
i=0..N (4)
j=0..N (5)
gdzie:
N - rozmiar macierzy (przyjeto N = 50),

i - liczba wierszy,
j - liczba kolumn.

Podstawowe wymiary modelowanej patery do owo%
nastepujace: Srednica misy wynosi dm = 330 mm,$redn
stopki dso = 150 mm, wysoko$¢ patery hpo = 12 \‘- Bod-

stawowe wymiary modelowanej patery do tort
. . %'

stopki ds = 156 mm, wysoko$¢ patery hy =

Opis metody modelowania patery do

Wartos$ci wspoétczynnikow w1elomla zeciego stopnia
reprezentujace Kkrzywe plerwsze Ngrugiego konturu
stopki patery oraz konturu mi patery, decydujace o ich
ksztatcie, zamieszczono w ma

ApoS ApoS3 ApoM1l

BpoS BpoS3 BpoM1 0 45 (6)
CpoS CpoS3 Cpo 0 18
DpoS DpoS3 u 565 0 60,55

Warto$ci para
wych pierwsze

konturu l(@

S alu]qcych oraz potozenia krzy-
rugiego konturu stopki patery oraz
amieszczono w macierzy 7:

@ £CpoM1-3-(9)%-(1-9 j )+ DpoML-(0)°

[ apoS  bpoS4 dpoS3| [20 14 50 ]

apoS3 bpoM1l dpoM1l 15 82 33 \(7)

apoS4 bpoM2 epoS | |75 1 405

apoM1 cpoS4 epoS3 | | 46

apoM2 dpoS epoM1 165 120
| kpoS  kpoS3 epoM2| | 40

Wielomian trzeciego stopnia
pierwszego konturu stopki patery

Epos j = ApoS - (1-6j) +% - )
+CpoS-3-(0j )2 (1@3 (9,)3
Wielomian trzeciego stop eprezentujacy krzywa dru-
giego konturu stop a postac:

EpoS3; = ApeS3: S )3+Bp083-3~gj-(1—0j)2+

+CpoS3§-§\i>29j )+Dpos3-( 6 ) )

<&
iego stopnia reprezentujacy krzywa kontu-
ma postac:

i =ApoM1-(1-6 ] 2 BpoM1-3-9-(1-0 )+

(10)

Krzywe 3D stuzace do modelowania ksztattu patery do

owocOw zamieszczono na rysunku 1.

Rys. 1. Krzywe patery do owocow

Fig. 1. Curves of centrepieces to fruit

Powierzchnie boczng $cianki misy patery zapisano w po-
staci trzech nastepujacych réwnan parametrycznych:
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X02i =apoM2-cos( ;) (11)
Yo2j; =apoM2-sin( ¢; ) (12)
Z02jj = bpoM 2-cos( f3, )+ cpoM 2 (13)

Powierzchnie boczng $cianki stopki patery zapisano
w postaci trzech nastepujgcych réwnan parametrycznych:

Xo4ijj =apoS4-cos(a j) (14)
Yo4i, j= apoS4-sin(aj) (15)
Zo4j,j =bpoS4-cos( f;)+cpoS4 (16)

Powierzchnia pierwsza stopki patery zastala utworzona
przez obrdt krzywej (8) wzgledem osi X, Y, Z uktadu wspét-
rzednych, ktérg zapisano w postaci nastepujacych trzech
réwnan parametrycznych:

cos( 3, )- EpoS;

Xojj = apos - (17)
N —dpoS KpoS
epos
sin( 8. )-EpoS .

YOi,j :apos.w (18)

N —dpos-m
epoS

| 5 Q
Z0j | =dpoS - ) %

N

(20)

(21)

(22)

cos( . )-EpoM1.
i =apoM1. ' !
Xoljj=ap N — dpoM1

sin( 8. )-EpoM1. Q
YOli,j :apoMl. (ﬁ|) p ] N 24)

N —dpoM
&
Zoli, j :bpoM1+epor@@ .
oal ey

Z (mim)

Rys. [ 3D patery do owocow

ig- Model of centrepieces to fruit

Rys. 3. Rzut na ptaszczyzne XZ modelu 3D patery do owocow
Fig. 3. Throw on XZ plane 3D model of centrepieces to fruit

Opis metody do modelowania patery do tortéw i ciastek

WartoS$ci wspétczynnikéw wielomiandw trzeciego stopnia
reprezentujace krzywe pierwszego i drugiego konturu
stopki patery oraz pierwszego i drugiego konturu talerza
patery do tortéw i ciastek, wptywajacych na ich ksztatty,
Zamieszczono w macierzy 26:

AptS AptS4 AptT1 AptT2] [130 30 1 1
BptS BtpS4 BptTl BptT2| [-40 45 1 1 (26)
CptS CptS4 CptTl CptT2| |-20 18 1 1
DptS DptS4 DptT1 DptT2| |190 0 6055 6055

Warto$ci parametréw skalujacych oraz potozenia krzy-
wych pierwszego i drugiego konturu stopki patery oraz
pierwszego i drugiego konturu talerza patery zamieszczono
W macierzy:

22
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[ aptS bpT3 eptS | [ 20 34 405] Powierzchnie boczng $cianki talerza patery zapisano
aptS4 bPS5  eptS4 16 2 35 w postaci trzech rownan parametrycznych:
aptS5 cptT3 eptT1 78 -22 07 L
=aptT 3-cos( ¢; 2
apTl cptS5 kptS | |455 102 40 (27) XESij =ap (a) 52)
apT2 dptS kptS4 455 100 40 Vt3: i = aptT3-sin( o ) o 33)
apT3 dptS4 kptSda| |165 50 5 ) &
bptT1 dptT1 kpT2 | |100 100 3
i i =bptT 3-cos( B,
|bptT2 dptT2 fptS4 | | O 100 105 | Zt3;,j =0p (A

Powierzchnie boczng $cianki
Wielomian trzeciego stopnia reprezentujacy krzywa pierw-  w postaci trzech réwnan par%

szego konturu stopki patery ma postac:

=
Epts ;= Apts -(1-0 ] )%+ Bpis -3-9-(1-0} )+

)3 (28) Yt5|’ 5'Sin( aj ) (36)

5(aj) (35)

+Cpts -3-(0j)2-(1-9 )+ Dpts (8
<
tS5-cos( B, ) +cptS5 (37)

Wielomian trzeciego stopnia reprezentujacy krzywa dru-
giego konturu stopki patery ma postac:

3 5 Powierzchnie plerwsza stopki patery utworzono przez
Ept54j = AptS4-(1—0j )”+BptS4-3- Hj .(1—9j )+ obrot 8) wzgledem osi X, Y, Z uktadu wspétrzed-
(29) i o w postaci trzech réwnan parametrycznych:
+CptS4-3-(0j )2-(1—9j )+ DptS4-( 6 | »°
cos( f;)-EptS |
Xtij =apts - ————— 2 (38)
Wielomian trzeciego stopnia reprezentujacy pierwsza : N —dpts - kptS
krzywa konturu talerza patery ma postac¢: < epts
EptT1j= AptT1-(1-6 ) BptT1-3-9 (10 G sin( A, )-EptS .
2 ;¥ Wi e %)
+CptT1-3-(6)°-(1-0j)+DptT1-(6) S N —dpts - B>
epts
Wielomian trzeciego stopnia reprezentujacy/diuga\krzywa .
konturu talerza patery ma postac: L J
; Ztj j = dptS N (40)
EptT 2= AptT2-(1-6)°+BptT2-3-4

Powierzchnie drugg stopki patery utworzono przez obrét
krzywej (29) wzgledem osi X, Y, Z uktadu wspotrzednych
Krzywe 3D Sl’ujace do mod%@;ﬁl ksztattu patery do izapisano Wpostaci trzech ré6wnan parametrycznych:

+CptT2.3-(0§)%-(1-0 )+ DptT

tortow i ciastek zamieszczono ha ku 4.

cos( 3, )- EptS4,

Xtdjj = aptS4- (41)
N —dptS4- kpts4
eptS4
sin( S, )-EptS4.
Yt4ij = aptS4- kptSil (42)
N —dptS4-——
eptS4
dptS4  j
= fptS4-—— 2 43
Rys. atery do tortéw i ciastek Zt4I’J P kptS4a3 N (43)
Fig. 4. Cu entrepieces to cakes and pastries
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Powierzchnie pierwsza talerza patery utworzono przez
obrot krzywej (30) wzgledem osi X, Y, Z uktadu wspétrzed-
nych, ktérg zapisano w postaci trzech réwnan parame-
trycznych:

cos( 8, ) EptT 1,

Xtlj j =aptT1- . _dptTl (44)
kptT1l
sin( f;)-EptT 1,
Ytljj = aptT1- GpiTT (45)
N-——""=
kptT1
Ztjj = bptT1 (46)

Powierzchnie druga talerza patery utworzono przez obrét
krzywej (31) wzgledem osi X, Y, Z uktadu wspotrzednych
i zapisano w postaci trzech réwnan parametrycznych:

cos( B, )-EptT 2,

Xt2i,j =aptr2: dptT 2 (47)
N —
kptT 2
sin( S, )-EptT 2.
Yt2j j = aptT 2- dpiT 2 ! (4
N2
kptT 2 O%
Zt2jj =bptT2 (29)

do tortow
XZ uktadu

Na rysunku 5 przedstawiono model 3D
i ciastek, a na rysunku 6 jego rzut na ptasz
wspoétrzednych.

Rys. 5. Model te tortéw i ciastek
Fig. 5.3D ﬂ@ ieces to cakes and pastries

(/W/y

e er e

Rys. 6. Rzut na ptaszczyzne XZ model 3D pat wiastek
Fig. 6. Throw on XZ plane 3D model of centrepieces es and pastries
Podsumowanie %?

Problem matematycznego id(%%nia ksztattu rézno-
rodnych obiektéw wystqpu% otaczajacej rzeczywi-
stosci jest zagadnieniem rpzleghym, wymagajacym ciagtego
poszukiwania nowych an i doskonalenia znanych
juz metod oblicze
jacy nad nowa orygin
tu pater, korzystajac z
tycznego, ma Z

oncepcja modelowanego ksztat-
oponowanego modelu matema-
s@ zmiany parametréw geometrycz-
nych pater S ich wirtualny obraz 3D. Macierzowy
zapis wspotrz wierzchotkéw siatki utozonych na
ch %owierzchniach, po ich zlozeniu, daje dys-

elu 3D projektowanego obiektu (np. pate-

kszt przyktadzie pater do owocéw oraz tortéw
i jest narzedziem wspomagajacym projektantéw

iwaniu nowych oryginalnych ksztaltéw naczyn
sto ch. Naczynia stotowe charakteryzujace sie symetrig

ksztattu moga by¢ modelowane za pomoca powierzchni
ym ksztatcie.
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